Задание с 26-марта по 2 апреля 2020год, для группы №1 по специальности Механизация сельского хозяйства 
	Тема: Производные и ее применение 

	

	Основные понятия

	 Пусть дана функция y = f(x). Рассмотрим два значения ее аргумента: исходное х0 и новое х. Разности х = х-х0 и  y = f(x)-f(x0) = y-y0 называются соответ​ственно приращением аргумента и приращением функции в точке х0. Оче​видно, что х = х0+х, у = у0+у, у = f(x0+x)-f(x0). В дальнейшем будем считать значение х0 фиксированным, а х – переменным. При этом х и у являются пе​ременными величинами.
Производной функции у = f(x) в точке х0 называется [image: image1.png]Fravyval



 если этот предел существует. Производная обозначается у'(x0) или f'(x0). Таким образом, [image: image2.png]Yoy = lim



.
Пусть Х = {х}-множество всех таких х, для которых существует y'(х). Очевидно, что [image: image3.png]


(х) является функцией, определенной на множестве Х.
Нахождение производной функции называется дифференцированием этой функции. Функция, имеющая производную в точке х0, называется дифференци​руемой в этой точке. Функция, дифференцируемая в каждой точке интервала (a, b), называется дифференцируемой на интервале (a, b).
Геометрический смысл производной. Пусть функция у = f(x) дифференцируема в точке х0, тогда угловой коэффициент касательной к графику функции, проведенной в точке (х0, f(х0)) равен у'(х0).
Физический смысл производной. Пусть материальная точка движется прямолинейно неравномерно по закону S = f(t), где t – время, S – путь, проходимый точкой за время t. Тогда скорость точки в момент времени t равна: V = S'(t).
Теорема (о связи дифференцируемости и непрерывности). Если функция у = f(x) дифференцируема в точке х0, то она непрерывна в этой точке. 
Доказательство. Пусть аргумент х получает в точке х0 приращение х  0. Ему соответствует некоторое приращение функции у. Вычислим предел:
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а это и означает непрерывность функции в точке х0.
Заметим, что обратная теорема неверна: существуют непрерывные функции, которые в некоторых точках не дифференцируемы. Примерами могут слу​жить функции у = х и [image: image6.png]


 в точке х = 0. В обоих случаях [image: image7.png]


(0) не существует.
[image: image8.png]



Заметим, что график у = х в точке х = 0 не имеет касательной, а график [image: image9.png]


 в точке х=0 имеет вертикальную касательную – ось Оу.
Можно показать, что для того, чтобы функция у = f(x) была дифференцируемой в точке х0, необходимо и достаточно, чтобы ее график имел невертикаль​ную касательную в точке (х0, f(х0)). 


Формулы вычисления производной некоторых элементарных функций:
1.      С' = 0, где С – константа.
2.      (хn) ' = nxn-1, где n – натуральное число
3.      (ax)'= axlna, где а>0, a  1. В частности, (ех)' = ех
4.      [image: image10.png](ogar) = ——



, где а>0, a  1. В частности, [image: image11.png]tp=t




5.      (sinx)' = cosx
6.      (cosx)' = -sinx
Основные правила дифференцирования. 
Пусть u = u(x) и v = v(x) – функции, дифференцируемые в точке х. Тогда в этой точке дифференцируемы функции u+v, uv, [image: image12.png]


. Последнее при условии, что v(x)  0. Причем 
(u+v)' = u'+v'
(uv)' = u'v+uv'
[image: image13.png]



Следствием последних трех соотношений являются следующие два: (сu)' = cu', где с – константа, и (u-v)' = u'-v'
Используя правило нахождения производной частного, легко получаются формулы: [image: image14.png]


 и [image: image15.png]


, которые выполняются для любого х, при котором существует tgx и cosx  0 или существует ctgx и sinx0.
	Производная обратной функции

	Теорема. Пусть функция х = f(y) монотонна и дифференцируема в некото​ром интервале (a, b) и имеет в точке у этого интервала производную f'(y), не равную нулю. Тогда в соответствующей точке х обратная функция у = f--1(x) имеет производную [f--1(x)]', причем
[image: image16.png]o= m



 или [image: image17.png]



Доказательство. По условию теоремы функция x = f(y) монотонна и дифференци​руема, следовательно, по теореме о существовании обратной функции функция у = f--1(x) существует, монотонна и непрерывна на соответствующем интервале. Дадим аргументу х приращение Δх0. Тогда функция у = f--1(x) получит приращение Δу, которое в силу ее монотонности отлично от нуля. Так как функция у = f--1(x) непрерывна, то Δу0 при Δх0. Тогда [image: image18.png]


.
Пользуясь доказанной теоремой, вычислим производные обратных триго​нометрических функций. Для функции у = arcsinx обратной является функция x = siny, которая является в интервале [image: image19.png]


 монотонной и дифференцируе​мой. Ее производная x' = cosy в этом интервале в нуль не обращается. Поэтому [image: image20.png]


. Таким образом [image: image21.png](arcsinx)




.
Аналогично получаются формулы
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	Производная степенной функции с любым действительным показателем

	Известно, что (xn)' = nxn-1 для натурального n. Пусть теперь n любое дейст​вительное число и х>0. Справедливо тождество xn = enlnx. Тогда у = enlnx – сложная функция и ее производная вычисляется следующим образом: y' = (enlnx)' = enlnx(nlnx)' = [image: image23.png]


enlnx = [image: image24.png]


 xn = nxn-1. Итак, при любом действитель​ном n и х>0 верна формула (xn)' = nxn-1. Можно показать, что эта формула справедлива и при х<0, если при этом функция y = xn определена.

	Таблица формул дифференцирования

	В таблице приняты обозначения: с, n – любые действительные числа; а – любое положительное действительное число, кроме единицы. u= u(x) – функция, дифференцируемая в точке х, y = f (u) – функция, дифференцируемая в соответствующей точке u. Таблица составлена на основании формул дифференцирования основных элементарных функций и теоремы о производной сложной функции. 
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13. (chu)' = shuu'
5. (sinu)' = cosuu'
14. [image: image32.png](k)= chu-w'




6.(cosu)' = -sinu u'
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	Производные высших порядков

	Предположим, что функция y = f(x) дифференцируема в некотором интер​вале (а, в). Тогда ее производная f'(x) в этом интервале является функцией х. Пусть эта функция также имеет производную в (а, в). Эта производная называется второй производной или производной второго порядка функции y = f(x)и обозначается y'' или f''(x). 
Таким образом, f''(x) = (f'(x)) '. При этом f'(x) называется первой произ​водной или производной первого порядка функции f(x).
Аналогично определяются производные третьего, четвертого и так далее порядков. Вообще, производной n –го порядка функции y = f(x) в точке х называ​ется первая производная производной (n-1)-го порядка функции y = f(x) при ус​ловии, что в точке х существуют все производные от первого до n –го порядков. Обозначение: y(n) или f(n)(x). Таким образом, f(n)(x) = ( f(n-1)(x)) '.
Производные порядка выше первого называются производными высших порядков. 
Механический смысл второй производной.
Пусть материальная точка движется прямолинейно неравномерно по закону S = f(t), где t-время, f(t) – путь, пройденный за время t. Из физики известно, что при этом ускорение точки в момент времени t равно производной скорости по t. Таким образом, ускорение w(t) = v'(t) = S''(t) равно второй производной пути по времени. 

	Дифференцирование функций, заданных параметрически

	Пусть функция у от х задана параметрическими уравнениями:
x = x(t), y = y(t), t(;).
Предположим, что функции x(t), y(t), имеют производные на (;) и функция x(t) имеет обратную функцию t = (х), которая также имеет производную в соответствующих точках х. Тогда определенную параметрическими уравнениями функцию у от х можно рассматривать как сложную функцию y = y(t), t = (х), t – промежуточный аргумент. По правилу дифференцирования сложной функции получаем y'x = y't t'x = y't 'x. По теореме о дифференцировании обратной функции 'x = [image: image36.png]


. Учитывая это, получаем y'x =[image: image37.png]


.
Если существует у''х, то рассуждая аналогично, получаем
[image: image38.png]o



Вообще, [image: image39.png]fa-lye
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 при условии, что все производные существуют. 
Пример. x = cos3t, y=sin3t. Вычислить у''х. x't = – 3cos2t sint, y't=3sin2tcost, поэтому [image: image40.png]3sin’ foost
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. Тогда [image: image42.png]Tsnfoos'f



.

	Дифференциал функции

	Рассмотрим функцию у = х3. Дадим некоторому значению аргумента х  0 приращение х  0, тогда функция получит соответствующее приращение у. Вычислим его.
у = (х+х)3-х3 = х3+3х2х+3х(х)2+(х)3-х3 = =3х2х+(3х(х)2+(х)3).
Приращение функции можно рассматривать как сумму двух слагаемых: 3х2х – линейного относительно х и 3х(х)2+(х)3 – нелинейного относительно х. При х0 оба слагаемых, очевидно, являются бесконечно малыми. Однако второе слагаемое является бесконечно малой более высокого порядка, чем первое. Действительно, [image: image43.png]Gran?+@n® _ 1
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.
 Обозначим 3х(х)2+(х)3 = 0(х). Таким образом, у = 3х2х+0(х). При малых х получаем: у3х2х.
Определение. Пусть приращение у функции y = f(x) в точке х можно представить в виде 
у = Ах+0(х),
 (1)
где х – приращение аргумента; А- величина, не зависящая отх; 0(х) – бесконечно малая более высокого порядка, чем х при х0, то есть [image: image44.png]0can)
i =



. Тогда главная часть приращения (1) функции Ах, линейная относительно х, называется дифференциалом функции в точке х и обозначается dy. Итак, по определению dy = Ах.
Теорема 1. (О связи между существованием производной и существованием дифференциала). Для того, чтобы функция y = f(x) имела в точке х дифференциал, необходимо и достаточно, чтобы она имела в этой точке производную.
Доказательство. Необходимость. Пусть функция y = f(x) имеет в точке х дифференциал. Это означает, что ее приращение в этой точке можно представить в виде: у = Ах+0(х). Разделим обе части последнего равенства на х и перейдем к пределу при х0. Получим [image: image45.png]i gy A0 DD
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, следовательно, [image: image47.png]


 существует и[image: image48.png]


. Отметим, что выражение дифференциала функции принимает вид: dy = f'(x) x.
Достаточность. Пусть функция y = f(x) имеет в точке х производную [image: image49.png]Sx) = lim

1



. По свойству предела функции [image: image50.png]o )
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, где [image: image51.png]offx)



- бесконечно малая функция при х0. Умножим обе части последнего равенства на х, получим [image: image52.png]Ay = £ Ax+olhx) - Ax= f(D)ax+0(Ax)



. Действительно, [image: image53.png]ou(hr) Ax
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. Мы получили: [image: image54.png]Ay = f(0hx+0(4x)



, что и означает, что функция y = f(x) имеет в точке х дифференциал dy = f'(x) x. Теорема доказана.
Замечание. Рассмотрим функцию у = х. Ее дифференциал равен:
dy = dx = x'x = x. Таким образом, дифференциал независимой переменной равен ее приращению dx = x. Тогда выражение дифференциала функции можно записать в виде: dy = f'(x) dx. Заметим, что [image: image55.png]-2
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	Свойства дифференциала

	1.            Пусть u = u(x) и v = v(x) – дифференцируемые в точке х функции. Тогда в точке х имеют место следующие формулы: 
d(u±v) = du ±dv
d(uv) = udv+vdu
[image: image56.png]


 (при условии, что V(x)  0)
Эти формулы следуют из определения дифференциала и свойств производной.
Пример. y = x3sin2x. Найти dy. 
dy = (3x2sin2x+2x3cos2x)dx
2. Инвариантность формы дифференциала
Получена формула: dy = f'(x) dx для функции y = f(x), где х – независимая переменная. Пусть теперь y = f(x) и х = (t), то есть у является сложной функцией t: у = f((t)). Тогда dy = y'tdt. По правилу дифференцирования сложной функции имеем y't = y'xx't. Отсюда dy = y'xx'tdt = y'xdx = f'(x)dx, так как x'tdt = dx. Таким образом, дифференциал сложной функции y = f(x), где х = (t), имеет такой же вид dy = f'(x) dx, как и дифференциал функции y = f(x), где х – независимая переменная. 
Это свойство дифференциала сложной функции называется инвариантностью формы дифференциала.

	Дифференциалы высших порядков

	Рассмотрим дифференцируемую функцию независимой переменной y = f(x). Дифференциал этой функции dy = f'(x)dx зависит от х и dx = х. Приращение dx от х не зависит, так как приращения в данной точке х можно выбирать независимо от этой точки. Рассматривая dy = f'(x)dx только как функцию от х (то есть считая dx постоянным), можно найти дифференциал этой функции. Дифференциал от дифференциала данной функции y = f(x) называется ее вторым дифференциалом или дифференциалом второго порядка и обозначается символом d2у или d2 f(x). Таким образом, по определению d2у = d(dу). Вычислим второй дифференциал функции y = f(x). 
[image: image57.png]d(dy) = d(f () =( D dc = 0 =




 Итак, [image: image58.png]dy = ffxjdd




Аналогично определяются и вычисляются дифференциалы третьего, четвертого и так далее порядков. Вообще, дифференциалом n – го порядка или n-м дифференциалом функции y = f(x) называется дифференциал от ее (n-1) – го дифференциала: dny = d(dn-1y). Легко установить, что dny = f(n)(x)dxn. Дифференциал dy называют дифференциалом первого порядка. Из последней формулы следует [image: image59.png]gy 7
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. 
Замечание. Для сложной функции форма дифференциала dny при n>1 не обладает свойством инвариантности, а значит и [image: image60.png]L2
dxt



. Однако часто и для сложной функции f(n)(x) обозначают [image: image61.png]


, понимая [image: image62.png]


 не как отношение дифференциалов, а как символ, обозначающий f(n)(x).

	

	Некоторые теоремы о дифференцируемых функциях

	Теорема Ферма

	 Пусть функция y = f(x) определена в интервале (а, в) и принимает в точке с этого интервала наибольшее или наименьшее на (а, в) значение. Если существует f'(с), то f'(с) = 0.
Доказательство. Пусть, например, f(с) = М – наибольшее значение функции в интервале (а, в) и существует f'(с). По определению производной f'(с)=[image: image63.png]fi LCFTAD @)
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. При любом знаке х f(c+x)-f(c)≤0, так как f(с) – наибольшее значение функции в (а, в). 
Если х>0, то [image: image64.png]flerdn-j@
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 и, следовательно, f'(с)≤0. Если же х<0, то [image: image65.png]flerbn-j@,,
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 и f'(с) ≥0. Следовательно, f'(с)=0.
Геометрически теорема означает, что касательная, проведенная к графику функции в точке (с; f(с)), параллельна оси Ох. 

	Теорема Ролля

	Пусть функция y = f(x) непрерывна на отрезке [a, b], дифференцируема на интервале (a, b) и f(a) = f(b) = 0. Тогда ее производная f'(х) обращается в нуль хотя бы в одной точке с( a, b).
Доказательство. По условию функция y = f(x) непрерывна на отрезке [a, b], поэтому она достигает на [a, b] своего наибольшего М и наименьшего m значений. Если М = m, то функция постоянна на [a, b] и ее производная f'(х) = 0 во всех точках (a, b). Пусть теперь М  m, тогда хотя бы одно из этих чисел, например, m  0. Поэтому существует точка с( a, b) такая, что f(с) = m. Следовательно, по теореме Ферма f'(с) = 0.
Геометрически теорема означает, что если функция y = f(x) удовлетворяет теореме Ролля, то найдется хотя бы одна точка (с; f(с)), где с(a;b), такая, что касательная к графику функции, проведенная в этой точке, параллельна оси Ох.

	Теорема Лагранжа

	 Пусть функция y=f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема в интервале (a, b). Тогда существует хотя бы одна точка с(a, b), для которой выполняется условие: [image: image66.png]SB-S@ _ s
. @



.
Доказательство. Составим уравнение хорды АВ, соединяющей точки графика функции A(a; f(a)) и B(b; f(b)):
[image: image67.png]rof@
I®-f@ b-a




.
Отсюда ордината хорды у=[image: image68.png]7@+ IO@ g



. Рассмотрим функцию [image: image69.png]#0509 -| e+ LO2L@ n)}



. Функция F(x) непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема на интервале (a, b), так как функция f(x) непрерывна на [a, b] и дифференцируема на интервале (a,b). [image: image70.png]#= -1+ 91D -]« 1= sc0- s 5@ -



 [image: image71.png]S (b) / @
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. Таким образом, функция F(x) удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля. Поэтому существует такая точка с(a, b), что [image: image72.png]= r9- 12200



, откуда получаем утверждение теоремы. Геометрически теорема Лагранжа означает, что существует хотя бы одна точка с (а, b) такая, что касательная, проведенная к графику функции в точке (с; f (с)), параллельна хорде АВ.

	Теорема Коши

	 Если функции f (х) и [image: image73.png]


(х) непрерывны на отрезке [а, b] и дифференцируемы в интервале (а, b), причем [image: image74.png]@(x =0



, то существует точка с (а, b) такая, что
[image: image75.png]




[image: image76.png]fb)-S(a) _f'e)
@(b)-@fa) @'(c)





Доказательство. Рассмотрим функцию 
F(х) = [f(х)-f(а)] – [image: image77.png]S(b)-F(a)
@(b)-p(a)



. [[image: image78.png]


(х)-[image: image79.png]


(а)].
Легко проверить, что эта функция удовлетворяет теореме Ролля (аналогично тому, как это было сделано в предыдущей теореме). Следовательно, существует точка с (a, b.) такая, что [image: image80.png]F(e) = f1e)-



[image: image81.png]S(b)-F(a)
@(b)-p(a)



. [image: image82.png]



Отсюда получаем утверждение теоремы.
Замечание.
Равенства [image: image83.png]


 и
[image: image84.png]fB-s@ _ @
o) -9@) @)




 называются соответственно формулами Лагранжа и Коши. 

	Теорема Лопиталя (Правило Лопиталя)

	Пусть [image: image85.png]


- функции, непрерывные на [а, b], дифференцируемые в(а, b); [image: image86.png]@(x =0



 при всех х (а, b) и f (а) = [image: image87.png]


(а) = 0. 
Тогда, если существует [image: image88.png]


[image: image89.png]


, то существует [image: image90.png]


[image: image91.png]I
(%)



,причем [image: image92.png]


[image: image93.png]I
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 = [image: image94.png]


[image: image95.png]


.
Доказательство. Возьмем на [а, b] какую-нибудь точку х [image: image96.png]


 а. Применяя формулу Коши, получим [image: image97.png]fR-J@ _ S

e -9 @)



, где с (а; х).
По условию f (а) = [image: image98.png]


(а) = 0, значит [image: image99.png]EONFAG)
PN




. Если х [image: image100.png]


а, то и с[image: image101.png]


а, так как с (а, х).
При этом, если существует [image: image102.png]


[image: image103.png]


=А, то существует и [image: image104.png]


[image: image105.png]ftx)
@fx)




 = А.
Поэтому [image: image106.png]


[image: image107.png]I
(%)



= [image: image108.png]


[image: image109.png]


 = [image: image110.png]


 [image: image111.png]


 = [image: image112.png]


[image: image113.png]


= А.
Теорема доказана.
Замечание 1. Теорема имеет место и в том случае, если функции 
f(х) и [image: image114.png]


(х)не определены при х = а, но [image: image115.png]


 f(х) = 0, 
[image: image116.png]


[image: image117.png]


(х) = 0.
Замечание 2. Если [image: image118.png]fia=g(a)=0



и производные [image: image119.png]S (Due(x)



 удовлетворяют всем тем условиям, которые наложены на функции в теореме Лопиталя, то применяя правило Лопиталя к отношению [image: image120.png]


, получаем [image: image121.png]


[image: image122.png]


 = [image: image123.png]


[image: image124.png]EAG)
@(x)




 и так далее. Теорема имеет место и в том случае, если f(х) и [image: image125.png]


(х) не определены
 при х = a, но [image: image126.png]


f(х) = ∞, [image: image127.png]


[image: image128.png]


(х) = ∞, а также в случае а = ∞.
Таким образом, правило Лопиталя можно применять к неопределенностям вида [image: image129.png]


.


	

	Применение производной к исследованию функций

	

	п. 1. Интервалы монотонности. Экстремумы

	Функция у = f (х) называется возрастающей (убывающей) на некотором промежутке, если для любых значений x2>x1 этого промежутка выполняется условие f(x2) > f(x1)(f (x2) < f (x1)).
Функция у = f(х) имеет максимум (минимум) в точке x0, если существует такая окрестность точки x0, что для всех x, принадлежащих этой окрестности, выпол​няется условие f(х) < f(х0)
(f (х) > f(х0), х х0. 
Максимумы и минимумы функции называются ее экстремумами. 
Интервал, на котором функция возрастает или убывает, называется интервалом монотонности функции.
Теорема 1. (необходимое условие монотонности функции). Если дифференцируе​мая в интервале (а, b) функция у = f (х) возрастает (убывает) на этом интервале, то ее производная в каждой точке (а, b) [image: image130.png]fHzo



[image: image131.png](fn<0)



.
Доказательство. Пусть у = f (х) – дифференцируема и возрастает на (а, b). Пусть точки х и х+[image: image132.png]


х принадлежат (а, b). Если [image: image133.png]


>0, то f(x+[image: image134.png]


) > f(x); если [image: image135.png]


<0, то f (x+ [image: image136.png]


) < f(x). В обоих случаях [image: image137.png]by fO+an -
A A



> 0. Переходя к пределу в последнем неравенстве при [image: image138.png]


[image: image139.png]


0 и учитывая, что функция дифференцируема, получаем [image: image140.png]=3



[image: image141.png]B ey
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.
Аналогично доказывается теорема в случае убывающей функции. 
Теорема 2. (достаточное условие монотонности функции). Если непрерывная на отрезке [а, b] функция у = f(х) в каждой точке интервала (а, b) имеет положи​тельную (отрицательную) производную, то эта функция возрастает (убывает) на отрезке [а, b].
Доказательство. Пусть [image: image142.png]


>0 для всех х (а,b). Рассмотрим два произвольных значения x2 > x1, принадлежащих [а, b]. по формуле Лагранжа [image: image143.png]Flxg)=F(xp = Crg =2 £,



 х1<с < х2.[image: image144.png]


(с) > 0 и х2 – х1 > 0, поэтому [image: image145.png]flxg)=FOrp



>0, откуда [image: image146.png]


>[image: image147.png]


, то есть функция f(х) возрастает на отрезке [а, b]. Аналогично доказывается вторая часть теоремы.
Теорема 3. (необходимый признак существования экстремума функции). Если дифференцируемая в точке c функция у = f(х) имеет в этой точке экстремум, то [image: image148.png]


.
Доказательство. Пусть, например, функция у = f(х) имеет в точке c максимум. Это означает, что существует такая проколотая окрестность точки c, что для всех точек x этой окрестности выполняется f(x) < f(c), то есть f (c) – наибольшее зна​чение функции в этой окрестности. Тогда по теореме Ферма [image: image149.png]


.
Аналогично доказывается случай минимума в точке c.
Замечание. Функция может иметь экстремум в точке, в которой ее производная не существует. Например, функция [image: image150.png]


 имеет минимум в точке x = 0, хотя [image: image151.png]hAO]



не существует. Точки, в которых производная функции равна нулю или не сущест​вует, называются критическими точками функции. Однако не во всех критиче​ских точках функция имеет экстремум. Например, функция у = x3 не имеет экс​тремумов, хотя ее производная [image: image152.png]


= 0.
Теорема 4. (достаточный признак существования экстремума). Если непрерывная функция у = f(x) имеет производную [image: image153.png]


во всех точках некоторого интервала, содержащего критическую точку С (за исключением, может быть, самой этой точки), и если производная [image: image154.png]


 при переходе аргумента слева направо через критическую точку С меняет знак с плюса на минус, то функция в точке С имеет максимум, а при перемене знака с минуса на плюс – минимум.
Доказательство. Пусть c – критическая точка и пусть, например, при переходе аргумента через точку c [image: image155.png]


 меняет знак с плюса на минус. Это означает, что на некотором интервале (c–; c) функция возрастает, а на интервале (c; c+) – убывает (при  >0). Следовательно, в точке[image: image156.png]


 с функция имеет максимум. Аналогично доказывается случай минимума.
Замечание. Если производная [image: image157.png]


 не меняет знака при переходе аргумента через критическую точку, то функция в этой точке не имеет экстремума.

	Выпуклость и вогнутость графика функции

	

	Точки перегиба

	График дифференцируемой функции у = f(x) называется выпуклым (вогнутым) в интервале (а,b), если он расположен ниже (выше) любой своей касательной на этом интервале.
[image: image158.png]



Точка графика непрерывной функции, отделяющая ее выпуклую часть от вогнутой, называется точкой перегиба.
Теорема 5. (достаточный признак выпуклости и вогнутости). Пусть функция у = f(x) имеет вторую производную [image: image159.png]


(x) во всех точках интервала (а, b). Если во всех точках этого интервала [image: image160.png]fx



< 0, то график в (а, b) выпуклый; если же [image: image161.png]fx



> 0 – вогнутый.
Доказательство. Допустим для определенности, что[image: image162.png]fx



< 0 и докажем, что гра​фик выпуклый. Возьмем на графике функции произвольную точку М0 с абсциссой х0 (а, b) и проведем через точку М0 касательную. Для доказательства теоремы нужно показать, что для одной и той же абсциссы x ордината кривой меньше ординаты касательной. Это будет означать, что график функции нахо​дится ниже касательной. Уравнение касательной в точке М0 имеет вид У – f (х0) = f (х0).(х-х0). Здесь через У обозначена ордината касательной, соот​ветствующая абсциссе x. 
[image: image163.png]



Разность ординат графика и касательной при одной и той же абсциссе x равна
[image: image164.png]PV =50 = [f )+ (gd(x = xg) ]



или
[image: image165.png]y-v

SO = Frg) = g =xg)




Применяя к разности f(х) -f(х0) формулу Лагранжа, получаем
[image: image166.png]y-v

S =xg) = F (g (x = xg)




 где c заключено между х и х0.
К разности [image: image167.png]FAGENAEN]



тоже применим формулу Лагранжа, получим
[image: image168.png]F=V=(x=xg)f eple - xg)



, где c1 заключено между х0 и c, а, следовательно, между х0 и х. По условию [image: image169.png]


(x)< 0 в интервале (а; b),значит [image: image170.png]


(c1)< 0. Разности х- х0 и c – х0 одного знака, так как c заключено между х0 и х, значит (х- х0)(c – х0)> 0.
Поэтому у – У < 0 или у <У. Мы доказали, что для любой точки x интервала (а, b) ордината касательной больше ординаты графика, то есть график выпуклый. Аналогично доказывается, что при [image: image171.png]fx



> 0 график вогнутый.
Теорема 6. (достаточный признак существования точки перегиба). Если вторая производная [image: image172.png]fx



 непрерывной функции меняет знак при переходе аргумента через точку х0, то точка (х0; f(х0)) является точкой перегиба графика функции.
Доказательство. Пусть, например, [image: image173.png]


(х)< 0 в интервале (х0-; х0) и [image: image174.png]FAE))



> 0 в ин​тервале (х0; х0+), где  – положительное число. В этом случае график функции в интервале (х0–ε; х0) выпуклый, а в интервале (х0; х0+ε) – вогнутый. Следовательно, точка (х0; f(х0)) по определению является точкой перегиба.
Теорема 7. (необходимое условие существования точки перегиба). Пусть функция y = f(x) имеет в интервале (a, b) непрерывную вторую производную f''(x) и пусть точка х0[image: image175.png]


(a, b) является абсциссой точки перегиба графика данной функции. тогда f''(x0) = 0.
Доказательство. Предположим противное: f''(x0)[image: image176.png]


0, например, для определенности f''(x0)>0. Тогда в силу непрерывности f''(x0)>0 в некоторой окрестности точки х0. Следовательно, в этой окрестности график вогнутый, но это противоречит тому, что х0 – абсцисса точки перегиба. Противоречие доказывает теорему.
Замечание. Могут встретиться случаи, когда в точке х0 вторая производная непрерывной функции не существует, однако точка является абсциссой точки перегиба. Например, для функции у = [image: image177.png]


 у'' = 10/(9[image: image178.png]


) у''(0) не существует. Очевидно, что у''<0 при х[image: image179.png]


(-∞;0) и у''>0 при х[image: image180.png]


(0;+∞), то есть точка (0; 0) является точкой перегиба.
Точки, в которых вторая производная функции равна нулю или не существует, называются критическими точками функции второго порядка. Как мы отметили, не все такие точки являются абсциссами точек перегиба. 

	Асимптоты графика функции

	Асимптотой графика функции у = f(x) называется прямая, расстояние от которой до текущей точки графика функции стремится к нулю при неограниченном удалении этой точки от начала координат.
Для нахождения вертикальных асимптот, то есть асимптот, параллельных оси OY, надо найти точки разрыва функции II рода. Если х0 – такая точка, то хотя бы один из пределов [image: image181.png]el



f(x) или [image: image182.png]el



f(x) равен бесконечности. Это означает, что прямая х = х0 – вертикальная асимптота. Если функция не имеет точек разрыва II рода, то график функции не имеет вертикальных асимптот.
Пусть график функции y = f(x) имеет невертикальную асимптоту. Уравнение невертикальной прямой можно записать в виде y = kx+b. Пусть М(х,у) – текущая точка графика. Опустим из точки М перпендикуляр МN на асимптоту. Из определения асимптоты следует: [image: image183.png]


MN = 0. Из ∆М1 MN получаем М1М = [image: image184.png]


, где  – угол между асимптотой и осью ОХ. Поскольку  – величина постоянная, то [image: image185.png]lim MM = lim MA=0



. Заметим, что М1М = РМ1-РМ = уасимпт.-уграфика = (kx+b)-f(x), поэтому [image: image186.png]lim (Qor+2) - 7(0))=



 Последнее равенство означает, что функция [image: image187.png]J) =G+ )= R(x)



 является бесконечно малой при [image: image188.png]X —>+®



. Разделим обе части последнего равенства на х и перейдем к пределу при [image: image189.png]


, получим [image: image190.png]i L2

i B




. Так как [image: image191.png]i 2o 0; i B0 g i e hmo



[image: image192.png]



[image: image193.png]



Определим теперь b. Так как [image: image194.png]


 то [image: image195.png]() = kx=p).



 Переходя к пределу при [image: image196.png]X —>+®



, получаем
[image: image197.png]



Если k или b не существуют, то график функции не имеет невертикальной асимптоты.
В частном случае при k = 0 получается горизонтальная асимптота. Аналогично находят асимптоты при x[image: image198.png]


. График может иметь различные асимптоты при [image: image199.png]X —>+®
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 или иметь только одну из них. 

	

	План исследования функции и построение графика

	Исследование функции удобно проводить по следующему плану.
1. Область определения функции.
2. Точки пересечения графика функции с осями координат.
3. Четность, нечетность функции.
4. Исследование функции на непрерывность. Вертикальные асимптоты.
5. Невертикальные асимптоты.
6. Интервалы монотонности. Экстремумы.
7. Интервалы выпуклости, вогнутости. Точки перегиба.
8. Дополнительные точки, [image: image201.png]lim 7). lim F(x)



(по мере необходимости).
9. Построение графика.


